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Presentacion

Estas memorias de la XIII Edicién de las Olimpiadas de la Sociedad Ecuatoriana de
Matematica constituyen un modesto reconocimiento a los ganadores, asi como a todas
las personas que colaboraron en su organizacién y desarrollo. Aqui se encuentra escrita
una pequeiia parte de la historia de estos nifios, nifias y jévenes que se han destacado
al resolver los problemas que estas memorias compilan.

Este evento fue fruto de la colaboracién entre varias instituciones, publicas y priva-
das, que unieron sus esfuerzos para que las Olimpiadas de la SEdeM hayan sido nue-
vamente una realidad, en la que escuelas y colegios de diversas regiones del Ecuador
se encontraron el sdbado 7 de mayo de 2016, con un objetivo comtn: las Matematicas.

Que satisfaccion es para todas las personas que colaboramos en la realizacién de
estas Olimpiadas el poder testificar el entusiasmo de nifios y nifias de diferentes eda-
des en el momento de la participacién. Nos enriquecen sus preguntas, sus dudas, sus
esfuerzos y su creatividad al resolver los problemas preparados para la ocasién. Agra-
decemos a los colegios que, a través de sus profesores, cultivan el gusto por las ma-
tematicas en sus estudiantes Yy que son nuestros aliados en este proceso, ya que en la
Sociedad Ecuatoriana de Matematica tenemos la conviccién de que podemos causar
un impacto positivo en el aprendizaje de las mateméticas mediante las olimpiadas y
otros mecanismos.

Esperamos que las memorias que afio a afio dan a conocer a nuevos participantes,
nuevos problemas y nuevos ganadores, sirvan para que mds estudiantes, sus padres y
profesores los lean y les ayuden a compartir un momento de agradable razonamiento
abstracto recreativo. Les esperamos en la siguiente aventura matematica.

Pedro Merino
Presidente de la Sociedad Ecuatoriana de Matemaética
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PRIMER NIVEL INFANTIL

Preguntas y soluciones

1. Carlos estd en una fila de nifios para comprar un helado. Si se empezara a contar
desde el nifio que esta en la sexta posicién, Carlos estarfa en la posicién 14; en
cambio, estaria en la posicién novena si se empezara a contar desde el final de la
fila. ;Cuantos nifios en total quieren comprar un helado?

Solucién. Hay 27 nifios en la fila. En efecto, el siguiente dibujo ilustra la situa-

cion:
9
?
Carlos
1 6 19
14
Como se observa en la figura, Carlos esta en la posicién 19:
6+(14—1)=6+13=19.
Por un razonamiento anélogo, la dltima posicién en Ia fila es:
194+(9-1)=19+8=27.
Por tanto, hay 27 nifios que quieren tomar un helado. d

2. El cuadrado de la izquierda tiene 16 puntos. En su interior se observa un cua-
drado de 4 puntos de centro blanco. A la derecha, en cambio, hay un cuadrado
de 25 puntos y, en su interior, uno de 9 puntos de centro blanco:

e o e o o
e e o o @ O O o o
@ O o o @ 0 O o o
@ O o o @ O O o o
e e o o e o e o o
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Si el cuadrado tuviera 144 puntos:
(a) ¢Cuantas filas y cudntas columnas tendria?
(b) ¢Cuantos puntos serian de color negro?
Solucién. El cuadrado tiene 12 filas y 12 columnas, y hay 44 puntos de color

negro.
En efecto, si el cuadrado tuviera 144 puntos:

(a) Estarfa constituido por el mismo niimero de filas que de columnas (pues
se trata de un cuadrado). Luego, ese nimero serfa 12 porque

144 = 12 x 12.

(b) Observa que el cuadrado interno tiene dos filas (y columnas) menos que el
cuadrado total. Por tanto, si el cuadrado tiene 12 filas (y 12 columnas), el
cuadrado interno tendra 10 filas y 10 columnas. Asi el namero de puntos
de color blanco es

10 x 10 = 100.

Asfi, hay
144 — 100 = 44

puntos de color negro. |
. Encuentra los valores de los digitos a, b, c y d en la siguiente resta de dos niimeros
de cuatro digitos:

alb2
-1c7d

Solucién. Los digitos buscados sona = 4,b = 3,c =2y d = 5. En efecto, la resta
correspondiente es:

|
N~ s
®| N =
[S IR
NSRS

|

. El lado de un cuadrado mide L unidades y su érea es dos veces el drea de un
tridangulo cuya altura mide L unidades. ;Cual es la longitud de la base del trian-
gulo?

Solucién. En primer lugar, se tiene que
area del cuadrado = L x L = L2. (1)

En segundo lugar:

1
drea del tridngulo = 5 X base X L. (.2)

Y, en tercer lugar, se tiene como hipétesis que

drea del cuadrado = 2 x area del tridngulo.




Por tanto, de esta igualdad y de (.1) y (.2), se obtiene que

1
L2:2*§><base><L

= base x L
L = base.
Es decir, la base del tridngulo mide L unidades. O

5. El "fantasma"del siguiente dibujo estd trazado sobre un papel:

Cortar cada centimetro de esta figura utilizando una tijera toma 10 segundos. Si
AB=CD=20 y BC=15

centimetros, respectivamente; y la cabeza, los brazos y el cuerpo son semicircun-
ferencias, calcula el tiempo que tomara recortar toda la figura fantasmal.

Solucién. Para determinar el tiempo que te tomard cortar la figura del fantas-
ma, debes conocer su perimetro. Para ello, tienes que calcular los perimetros de
cuatro semicircunferencias cuyos didmetros son: 45, 20, 20 y 15 centimetros res-

pectivamente:
m
A‘ 20 cm B, 15 cm C 20 cm P
S’
Por tanto,
, ntx45 mx20 mwx20 mwx15
Perimetro =

2 + 2 + 2 + 2
45 15

= — 20 —
27r—|— T+ 27‘(
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=507

centimetros. Luego, el tiempo que tardara en cortar al fantasma es
se
10 °°8 x 5077 cm = 5007 seg;
cm

es decir, aproximadamente 26 minutos con 10 segundos. d




SEGUNDO NIVEL INFANTIL

Preguntas y soluciones

1. Si el radio de la circunferencia contenida en el cuadrado mide 1 metro, ;cuél es
el drea de la circunferencia que contiene al cuadrado?

1m

Solucién. Como el radio de la circunferencia inscrita en el cuadrado mide 1 me-
tro, el lado del cuadrado mide 2 metros:

A B

L dm _p lm

Luego el radio de la circunferencia que circunscribe al cuadrado es la hipotenu-
sa del triangulo rectingulo AOBC cuyos catetos miden 1 metro cada uno. Por
tanto, por el teorema de Pitdgoras, se tiene que
Radio de la circunferencia? = OB?
= 0C? + BC?
=12+12=2.

11
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De donde el area de esta circunferencia es igual a
Area de la circunferencia de radio OB = 7t x 2 = 27t. O
O

2. Indica cémo se construye el siguiente tridngulo y completa los nimeros que fal-
tan en la base del tridngulo:

1 1
2 2
1 1 1
6
1 1 1 1

12 12 4
E ? ? ? 1
5 5

. . . . 1 .
Solucién. Cada fila empieza y termina con un nimero de la forma —. La primera
n

con n = 1, la segunda con n = 2; etcétera. Por tanto, la sexta fila empieza en g:

1 1
: 1
1 1 1
3 6 3
1 1 1 1
4 12 12 4
1 , ? , 1
5 5

Ahora, a partir de la tercera fila, la suma de dos niimeros consecutivos de la fila
siempre es igual al nimero que esta entre los dos niimeros dados pero en la fila
superior. Por ejemplo, en la tercera fila

| =
| =
Y| =
—_

se tiene que

W=
+
o =
I
M| =
<
N =
+
I
M| =

En la cuarta fila:
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1
1 1
2 2
1 1 1
3 6 3
1 1
12 12
se tiene que
1 _8+1_1 1 1 _1+41_1
2 12 3 12 12 6 7
Los ntimeros que faltan en la quinta fila
1
1 1
2 2
1 l 1
3 6 3
1 1
4 12 12
1
hl A B C
5
deben satisfacer las siguientes igualdades:
1 1 1 1
§+A_Z’ A+B_E’ B+C=—
Por tanto,
1 1 —4 1
A=C=4"5 20 ~ 2
y
pol 1 .53 1
12 20 60 30’

y la quinta fila se verd ast:
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1
1 1
2 2
1 1 1
3 6 3
1 1 1 1
4 12 12 4
1 1 1 1
5 20 30 20 5

3. Determina el patrén en las siguientes sumas:

1) 1 =1 = 13
2) 345 = 8 = 23
3) 7+9+11 = 27 = 3
4) 13+15+17+19 = 64 = 43

y utilicelo para encontrar el valor de la suma
111 4+ 113 4+ 115 4 117 4 119 4 121 4 123 4- 125 4 127 4- 129 + 131.

Solucién. Para determinar el patrén, observa que los nimeros en todas las sumas
son impares consecutivos. En la fila n hay n sumandos. La suma requerida tiene
11 términos y todos son nimeros impares consecutivos. Esto sugiere que la suma
en cuestién podria ser la fila namero 11.

Para averiguarlo, solo hay que determinar la relacion entre el primer término de
la suma y el nimero de fila. Asi, puedes ver que

1) 1=1x0+1
2) 3=2x1+1
3) 7=3x2+1
4) 13=4x3+1

Parece ser que la relacién entre el niimero de fila n y el primer término de la
suma es la siguiente:
nx (n—1)+1.

En el caso de la quinta fila, el primer término de la suma deberia ser:
5x4+4+1=21.

Esto concuerda con el hecho de que el dltimo término de la suma de la cuarta
fila es 19.
Ahora solo falta ver si la suma pedida se corresponde a la fila ntiimero 11. Para
ello es suficiente ver cudl es el primer término de la suma de dicha fila; este debe
ser:

11 x10+1=110+1 = 111.
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Y es, justamente, el primer sumando de la suma solicitada. Por tanto, se tiene
que

111 + 113 + 115 + 117 + 119 4 121 4 123 + 125 + 127 + 129 + 131 = 113 = 1331.
a

. En una carrera de 400 metros, la participacion se realiza por equipos integrados
por dos atletas. Uno de los atletas debe recorrer los primeros 200 metros y el otro,
los 200 metros finales. El equipo ganador es el que recorre los 400 metros en el
menor tiempo posible. Para la edicién 2016, se han presentado cuatro equipos:
A ={A1,A2},B={By,By},C={Cy,Co} yD = {D1,D;}.Enlasiguiente tabla
estdn los tiempos en minutos que los 8 deportistas hacen en una carrera de 200
metros::

A1 | Ay |B1 | B | Ci | G| Dy | Dy
11|10 (11|12 10| 12| 10 | 11

Se sabe que los atletas Ay, C; y D; han contraido gripe y, en consecuencia, su
rendimiento ha disminuido en 20 %, 30 % y 50 %, respectivamente; y que los de-
portistas By y C; han mejorado su rendimiento en 30 % y 10 %, respectivamente.
Si se realizara la carrera en este momento, ;jcudl seria el equipo ganador?

Solucién. Los nuevos tiempos para los atletas que el proceso gripal de Ay, Cp y
D; y el mejoramiento de By y C; son los siguientes:

Aq Ay Total A

11 10+02x10 =12 23

B By Total B

11 12—-03x12=84 19,4

C1 Cy Total C
10-0,1x10=9 | 124+03x12=15,6 24,6

D4 D; Total D
104+05x10=15 11 26

Por tanto, el equipo ganador serd B y el orden de llegada: B, A, Cy D. O

. Cierto terreno tiene la forma de un cuadrado. En esta tierra se siembra maiz
utilizando dos tipos de semillas: A y B. El rendimiento de la segunda semilla es
de medio kilogramo de maiz por cada planta sembrada, y el rendimiento de la
semilla A es tres veces mayor que el de la semilla B.

Para realizar la siembra, el terreno es dividido en cuadrados cuyos lados miden 1
metro respectivamente, y las semillas se colocan en cada uno de estos cuadrados.
La distribucién de las semillas se ilustra a continuacién en terrenos cuyos lados
miden 2, 3, 4 y 5 metros, respectivamente:
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Al A

A A AlAlala Al Al Al Al 4
A | B|B | A4 Al B| B| B 4

AlAa |4 Al B|B|A Al B| A| B| A

Al B A A AlA]A4 Al Bl B]| A

A |A |4 Alalalala

(Cuantos kilos de maiz se obtendran en un terreno cuyo lado mide 8 metros?

Solucién. La distribucion de las semillas en un terreno cuyo lado mide 8 metros
es la siguiente:

El ndmero total de cuadrados en los que se siembran semillas del tipo A es:
(8+8+6+6)+ (4+4+2+2)=28+12=40.
El ndamero total de los otros cuadrados es:
8 x8—40 =64 —40 =24.
Por tanto, en este terreno se obtienen
40x154+24x05=60+12=72

kilogramos de maiz. |




PRIMER NIVEL JUVENIL

Preguntas y soluciones

1. Halla tres niimeros enteros consecutivos tal que su suma sea 2016.

Solucién. Si n es el menor de los ntiimeros buscado, los otros dos serdan n 41y
n + 2. Por tanto, debe verificarse la igualdad

n+ (n+1)+ (n+2) = 2016,

de donde se obtiene
3n = 2016 — 3 = 2013;

es decir, n = 671. Luego, los tres ntimeros enteros consecutivos buscados son
671, 672 y 673

que, como se puede constatar facilmente, su suma es igual a 2016.

Un procedimiento alternativo para encontrar estos tres niimeros sin recurrir a
las ecuaciones de primer grado es el siguiente: se divide 2016 para 3; se obtiene
672. Entonces los nimeros buscados, ademads de 672, son el anterior 672 — 1 y el

sucesor 672 + 1.
En efecto:
2016 = 3 x 672
= 6724672 + 672
= (671+1) 4+ 6724672
=671+ 672 + 673. |

2. Calcula el area del hexagono ABCDEF

17
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donde el tridngulo POR es rectangulo, is6sceles y uno de sus catetos mide 1
unidad; y los cuadrildteros ERPF, RDCQ y PQBA son cuadrados.

Solucién. En primer lugar, el drea del hexdgono ABCDEF es igual a la suma de
las areas de los cuadrados DABPQ, OCDRQ y UEFPR, y de las areas de los
triangulos ABCQ, ADER, APQRy AAFP:

Area ABCDEF = Area OERPF + Area ORDCQ + Area OPQBA

+ Area ABCQ + Area ADER + Area APQR + Area AAFP.

Ahora bien, en el siguiente dibujo se muestran las medidas de los lados de estas
siete figuras geométricas:

Las longitudes RQ y AF se obtienen por aplicacién del teorema de Pitdgoras a
los triangulos rectangulos APQR y AAPF, respectivamente.

Obsérvese que en los cuatro tridngulos, una de las bases mide 1 unidad al igual
que la altura correspondiente. Por tanto, el 4rea de cada uno de dichos tridngulos

i la=:
esiguala ,

P . p p 1 1
Area ABCQ = Area ADER = Area APQR = Area ANAFP = 5 x1x1= 3

En el caso de los cuadrados, el lado de dos de ellos mide 1 unidad, y del otro,
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/2 unidades. Por tanto:
i . . 2 2
Area OERPF + Area IRDCQ + Area OPQBA = 12 + <\/§) 112 =4

Luego, se tiene que

Area ABCDEF =4 +4 x % =442=6.

Es decir, el 4rea del hexdgono ABCDEF es igual a 6 unidades cuadradas. d

. Un namero natural es triangular si puede “expresarse” en forma de tridngulo.
Por ejemplo, los ntimeros 1, 3, 6 y 10 son los primeros cuatro ntmeros triangula-
res pues

10

El ndmero 2016 es un ntimero triangular. Encuentra el ntimero triangular que le
sigue.

Solucién. En primer lugar, obsérvese que el primer ntimero triangular tiene 1
fila, el segundo namero 2, el tercero 3, etcétera. En general, el n-ésimo ntimero
triangular tendra # filas.
En segundo lugar, véase también que a partir del segundo nimero triangular,
cada ntimero es la suma de su ntimero de filas y el nimero triangular anterior:
el 3esiguala2+1;el 6 esigual a3 + 3; el 10 esigual a 4 + 6.
Por tanto, para encontrar el niimero triangular que sigue a 2016 bastara con en-
contrar el nimero filas de este nimero. Digase que es 1; entonces el namero de
filas del siguiente ntimero serd n 4 1 y el ntiimero triangular que sigue a 2016
sera

2016 + (n+1).

Ahora bien, para encontrar n, el nimero de filas del nimero triangular 2016,
obsérvese que el nimero de columnas de cada nimero triangular es igual a su
nimero de columnas. Por ello, es posible “completar” a cada uno hasta formar
un cuadrado como se muestra a continuacién:

5
4 ——
3 —_— o o o o o
—N— L] L] e © o o o
,_/QH e o o o o e © o o o
o o e o o o o e © o o o
o o o o L] o o e © o o o
3 6 10 15

Notese que lo que se ha aumentado a cada nimero triangular (puntos de co-
lor rojo) es, justamente, el nimero triangular anterior. Por tanto, cada ntimero
triangular puede expresarse de la siguiente manera:

La diferencia entre el cuadrado del niimero de filas (o columnas) y el niimero
triangular anterior.
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En efecto, el nimero triangular 3 es igual a la diferencia entre 4 (el cuadrado de
2) y el niimero triangular anterior 1:

3=22_1.

El ntiimero triangular 6 es igual a la diferencia entre 9 (el cuadrado de 3) y el
numero triangular anterior 3:
6 =32 -3

De manera similar los ndmeros triangulares siguientes:
10 =4%> -6, 15=5>—10.

Si se generaliza este comportamiento de los nimeros triangulares, y N repre-
senta un nimero triangular cualquiera, m su nimero de filas y M el namero
triangular anterior a N, se obtendra que

N=m?- M.

Pero recuerda que todo ntimero triangular es la suma de su namero de filas y el
triangular anterior; por tanto,

N=M+m.
Asi, se tendra que
N=m?—(N—m),

de donde
N =m?—N+m;

es decir,
2N = m? + m.

Con la ayuda de esta igualdad, se calculard el namero de filas del nimero trian-
gular 2016 pues se tendra que cumplir que

2.2016 = n? +n;

es decir,
n? +n—4032 = (n+64)(n —63) = 0.

(Para encontrar los niimeros 64 y 63 solo se debe descomponer el niimero 4032
en sus factores primos: 4032 = 26.32. 7). Por tanto,

n = 63.

En otras palabras, el namero triangular 2016 tiene 63 filas; luego, el siguiente
numero triangular tendrd 64 filas y, por tanto, dicho niimero sera

2016 + 64 = 2080.

En resumen, el ntimero triangular que sigue a 2016 es 2080. O

4. Enla figura
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el triangulo AABC es rectdngulo con /B el dngulo recto. Los catetos BC y BA
miden 3 y 4 unidades, respectivamente. C;, C; y C3 son semicircunferencias cu-
yos didmetros son AB, BC y AC, respectivamente. Calcula el drea de la region
sombreada.

Solucién. El area de la regién sombreada puede obtenerse la suma de las siguien-
tes areas:

(a) La diferencia entre el drea del semicirculo C; y A; (el &rea de la region
circular del semicirculo C3 y la cuerda AB).

(b) La diferencia entre el 4rea del semicirculo C; y A; (el drea de la region
circular del semicirculo C3 y la cuerda BC).

A

Entonces, el drea buscada es igual a

1 AB\? 1 BC\? 1 AB? + BC?
EXTL’X(T) —A1+5><7T><(7) —Azzixnxﬁ—(Al—i—Az)
1  AC?
=5 X = (A1t A);

es decir, el drea buscada es igual a

AC?
TT( — (A1 +A2) .

Ahora bien, la suma Aj + Ay es, simplemente, la diferencia entre el area del
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semicirculo C3 y el drea del tridngulo rectangulo AABC:

2
A1+A2:1xn(£) f%xABxBC

2 2
1 1
:gACZH—§x4><3
1,0
= ~AC°t—6;
3 T

es decir, el drea buscada es igual a

S (A4 Ay =22
g T (At =—m 8

= 6.

AC? AC? (Ac2 )
bl — | —m—6

En resumen, el drea de la regién sombreada es igual a 6 unidades cuadradas. O

. Una cerca rectangular que encierra una superficie de 6 metros cuadrados utiliza
10 postes. La distancia entre dos postes contiguos es de 1 metro:

¢(Cuadl es el nimero minimo de postes requeridos si la superficie que encierra la
cerca es de 24 metros cuadrados?

Solucién. El niimero 24 puede expresarse como el producto de dos ntimeros na-
turales de las siguientes maneras:

24=12x2, 24=8x3 y 24=6x4
Si se utilizara un rectdngulo de dimensiones 12 por 2, se requeririan
13+1+13+1=28

postes:

12

En cambio, si se utilizara el rectangulo 8 x 3, serian necesarios

9+2+9+2=22
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postes:

Finalmente, en el caso del rectdngulo 6 X 4, se requerirfan
74+3+7+3=20

postes:

Luego, el niimero minimo de postes es 20. d
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Preguntas y soluciones

1. Sobre un cono de galleta se coloca una bola de helado cuyo radio mide 5 centi-
metros, como se ilustra a continuacién:

La base del cono es un circulo cuyo radio mide 3 centimetros y la altura del cono
tiene una longitud de 10 centimetros. ;Cuanto mide la altura total del “cono de
helado” (el cono y el helado juntos) ?

Solucién. Si O es el centro de la bola de helado y O’ el centro de la base del cono,

entonces OC mide 5 centimetros, pues es un radio de la “bola” de helado; y O'C
mide 3 centimetros, ya que es un radio de la base del cono. El segmento O’B,
que es la altura del cono, mide 10 centimetros. Finalmente, por el teorema de

Pitagoras, tienes que
00" = V52 —32 =16 = 4.

Por tanto,
AO+00' +0'B=5+4+10=19;

es decir, la altura del “cono de helado” mide 19 centimetros. |

24
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2. Un grupo de chicas y chicos se retinen para jugar un juego con fichas. El joven
que trajo las fichas dice: “Si cada uno de los que jugamos recibiera 11 fichas, nos
faltarian 10 fichas para poder jugar; en cambio, el nimero de fichas faltantes se-
ria menor que 5 si cada uno recibiera 10 fichas, y serfa mayor que 5 si cada uno
recibiera 9 fichas”. ;Cual es el nlimero minimo de jugadores que estdn partici-
pando en el juego?

Solucién. Si participaran tinicamente 2 jugadores, el niimero necesario de fichas
seria
11 x2—-10 = 12.

En este caso, si cada jugador recibiera 10 fichas, el nimero faltante de piezas
seria
10x2-12=8§;

contrario a lo que el chico de las fichas afirmé (que el namero de fichas faltantes
serfa menor que 5). Entonces, el nimero de jugadores no puede ser igual a 2.
Sup6n que son 3. En este caso, el namero necesario de fichas seria

11 x3-10=23
y el nimero de fichas faltantes seria
10x3-23=7,

que es mayor que 5, por lo que también esta situacién (3 jugadores) es imposible.
A partir de estos dos ejemplos, queda claro un procedimiento a seguir para de-
terminar el niimero de jugadores:

(a) Supoén que estd dado un ntimero de jugadores.
(b) Determina el niimero de fichas necesarias para el juego.

(c) Determina el nimero de fichas faltantes en el caso de que cada uno de los
jugadores recibiera 10 piezas. Si el nimero faltante es mayor o igual que
5, incrementa en uno el ndmero de jugadores y repite el procedimiento.
En cambio, si el nimero faltante es menor que 5, determina el ntiimero de
fichas que sobrarfan en el caso de que cada jugador recibiera 9 fichas.

(d) Sielntimero de fichas sobrantes resultaria ser mayor que 5, has encontrado
el niimero minimo de jugadores. En el caso contrario, incrementa en uno
el namero de jugadores y repite el procedimiento.

Al aplicar este procedimiento, obtendrds que el niimero minimo de jugadores
es §; los resultados obtenidos hasta llegar a esa respuesta, se muestran en la
siguiente tabla:

Ntumero de jugadores 23| 4|5|6|7]|8
Numero de fichas necesarias | 8 | 23 | 34 | 45 | 56 | 67 | 78
Numero de fichas faltantes 8|7 |6 |5 |43 |2
Ntmero de fichas sobrantes 21416

Cuando hay 8 jugadores, es la primera vez que el nimero de fichas faltantes
serfa menor que 5 si cada uno recibiera 10 fichas y el ntiimero de fichas sobrantes
seria mayor que 5 si cada uno recibiera 9 fichas. d

3. El profesor Luminix quiere conocer el c6digo de apertura de una puerta. Nadie
le quiere decir cual es, pero recibe la siguiente informacién:
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(a) Es un nuamero de 5 cifras.

(b) La ultima cifraes3,6067.

(c) La suma de las dos primeras cifras es 13.

(d) La cuarta cifra es impar.

(e) Lasuma de la primera y de la tiltima cifra es 9.
(f) Todas las cifras son distintas y no hay 0.

(g) La suma de las cinco cifras es 21.

Encuentra el c6digo de apertura de la puerta que necesita el profesor Luminix.

Solucién. Supén que el namero es abcde. De la segunda condicién, hay tres po-
sibilidades:
abed3. abcd6 'y abcd7.

De la quinta condicién, las tres posibilidades son:
6bcd3, 3bcd6 'y 2bcd7.

Y si ahora se aplica la primera condicién, la segunda y tercera posibilidades son
imposibles; por tanto, el ntimero es

67cd3.

De las condiciones cuarta y sexta, hay dos opciones para la cifra d: 1y 5; luego
hay dos posibilidades:
67c¢13 'y 67c53.

Finalmente, la tltima condicién implica dos posibles igualdades:
6+7+c+1+3=21 y 6+7+c+5+3=21
es decir, para ¢ hay dos posibilidades:
c=21-17=4 y ¢=21-21=0.

Luego, por la sexta condicién, ¢ no puede ser igual a 0. Por tanto, la tnica posi-
bilidad es que d = 1. De donde, el nimero de cinco cifras que es el coédigo de la
puerta es

67413,

con el que el profesor Luminix habra satisfecho ya su curiosidad. d

. Hay dos cajas. En una de ellas, hay siete bolas de color negro y una de color

blanco; en la otra, cinco bolas de color negro y una de color blanco. Un juego
consiste en tirar una moneda balanceada y luego extraer al azar una bola de una
de las cajas. Si sale “cara”, la bola debe ser extraida de la primera caja; si sale
“sello”, de la segunda caja. El jugador gana si la bola seleccionada es de color
blanco. ;Cudl es la probabilidad de ganar?

Solucién. El evento cuya probabilidad quieres calcular es
A: la bola extraida es de color blanco.
Este evento puede ser visto como la unién de otros dos eventos disjuntos:

La bola extraida es de color blanco y de la primera caja o la bola extraida es
de color blanco y de la segunda caja.
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A su vez, cada uno de estos dos eventos pueden ser expresados como la inter-
secciéon de dos eventos independientes. De manera mas precisa, tienes que:

A=(A1NC)U(A2NS),
donde:

Aj: la bola extraida de la primera caja es de color blanco,
Ap: la bola extraida de la sequnda caja es de color blanco,
C: la moneda muestra “cara”,
S: la moneda muestra “sello”.

Por tanto,
P(A) =P(AINC)+P(A2NS)
=P(A)P(C) +P(A2)P(S)
111
82 62
_7
48
s . 7
En resumen, la probabilidad de ganar este juego es TR O
5. Enla figura,
J D
o
C B
N
B
A
o] E F G |

los segmentos de extremos O, E, F, G e I son perpendiculares al segmento OLy
JD es paralelo a OI. Los segmentos Ol y O] miden 1 unidad; los segmentos OE,
EF,FG,GI, 1A', A’B’, B'C' y C'D tienen la misma longitud.

Demuestra que los puntos O, A, B, C y D estan sobre la pardbola de ecuaciéon

y=x2

Solucién. Puesto que las coordenadas de los puntos O y D son (0,0) y (1,1),
respectivamente, estos puntos estdn en la pardbola de ecuacién y = x? pues

0=0 y 1=12

Ahora bien, las abscisas de los puntos A, By C son
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respectivamente, pues

ol 1
OE=EF=FG=Gl=—=-.
4 4

Para determinar que A, B y C estén en la parabola de ecuaciéon y = x2, debes
probar que las ordenadas de estos puntos son

1 1 3?2
2 22 Y g

respectivamente.
En primer lugar, las ordenadas de los puntos A’, B’ y C’ son

1 1 3
v 37 7
respectivamente pues
ID 1
IA'=A'B =B'C' =CD=""=-.
4 4

En segundo lugar, ya que EA’ || IA/, el teorema de proporcionalidad de Tales te
permite concluir que

EA _OE
IA" oI’
es decir,
1
OE 1 3 1
FA=1A" .22 =-.4 - °
(0] 4 1 42

De manera similar, se tienen las proporciones siguientes:

FB _ OF GC _ 0G
B o1 Y 1C” oI’

de donde obtienes que

1 3 )
1 5 1 3 4 3
FB=--£=4 FB=-.2_-__
2’12 Y 117
Por tanto, los puntos A, B'y C estdn en la parébola de ecuacién y = x?. d

. Si

2% = 2016, 3% =2016 y 7°=2016,
;cudl es el valor de
1 1 1
S+ 2?
a b ¢

Solucién. Puesto que

25 _ (25)” y 2% = (22)h,

tienes que
25 = 20167, 32=2016! y 7=2016:.
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Por tanto,
111
2°.32.7=2016a b c,

de donde, como
25.32.7=32.9.7 = 2016,

tienes que
111
ZiZ.z
2016 = 20164 b c;
es dedir,
! + ! +-=1
a b ¢
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Preguntas y soluciones

1. Uno de los doce trabajos que debia realizar Heracles para pagar sus pecados
era limpiar el establo del Rey Augias. El establo era un cuadrado de 100 metros
de lado. Heracles podia limpiar diariamente 1 000 metros cuadrados del establo
con toda su fuerza. Al terminar el primer dia de labores, la diosa Hera decidié
incrementar el lado del establo 100 metros cada noche para prolongar el trabajo
de Heracles. Al enterarse de esto, Zeus decidié ayudar a su hijo y cada noche
afadi6 al 4rea limpia otra igual al drea que Heracles habia limpiado el dia an-
terior aumentada en la misma proporcién en que el drea total del establo habia
aumentado por la accién de Hera.

Si N es el ntimero de dia en el que Heracles completara la tarea, demuestra
que

1 1 1
{1+2+3+ +NJ—10.

Demostracion. Nota que en la mafiana del dia n el establo es un rectangulo de
dimensiones 100 por 1001 metros; es decir, su drea es 100001 metros cuadrados.

Para la mafiana del dia n, con n > 2, el establo increment6 su drea en una
proporcién de

10000n n
10000(n —1)  n—1’

con respecto al dia anterior. Por tanto, el drea que esta limpia al terminar el dia
nes

x;, = 1000 + 1xn 1,

paran > 2y con x; = 1000. Procediendo de manera recurrente, tienes que:
n
Xn = 1000 + ﬁxn,1
n -1
— (1000+ Zx,, 2)
n n
= 1000 (1 + m) + mxn_z

n n -2
= 1000 <1+ m) + — — (1000+ 3xn 3>

30
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n
— 1000 ( e E) +nxy
L
2

11 1
000n( e RS )

Por otro lado, Hércules terminara de limpiar el establo el dia en que el drea
que ha limpiado sea mayor que el 4rea total del establo, es decir siempre que
suceda

1 1 1 1
10000n§1000n( +71+72+ +§+1),

lo cual equivale a

11 11
10<1+-+2 — 4 -
Sl4otgt ot —o+

Por tanto, por la definicién de N y de esta de51gualdad, puedes concluir que

. Si

1 1 1
1+ -+ -+---+ | =10 O
{ totat +NJ
k k
1 1
Sk: _— rk: ,
,Eln(nH)(nH) Y n;z””

demuestre que

lim s = lim ry.
k—oc0 k—oc0

Demostracion. Por un lado, tienes que

M~ I~

i m {n(nl—&- 1) n(n1+ 2)}

7 1 7% 1
_n:1 nn+1) = n(n+2)
B N U B S Y R
_n=1 n n+1 n:12 n n+2
_il 1i1 i 1 1£ 1
_nzln 2=n “Zn+l 2= n+2
181 & 1 1& 1
~3Li-Laitil
anln n=1n+1 anln—l—Z
1 k 1 k+11 1k+21
=L, Lu,taly
n:ln n:2n n:3n
1 1 1&1 1 k1 1 )
=ls+5+sX - |+ -+— |+
(2 4 2n:3n> (2 o N +1
1(&1 1 1
+§<nz3g+k+1+k+2>
1 11 1
T4 2 \k+1 +2)7
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por tanto,
lim s, = E
k—o0 4’
ya que
1 , 1
i s v S R
Por otro lado, si r es un ntimero real, entonces para todo ntiimero natural

mayor o igual que 1, tienes que
k
171‘k+1:(171’)(1+1’+1’2+1’3+~-+1’k) k+1 Z
=0

de donde resulta que
1—rk+

Zr 1—7

Con la ayuda de esta igualdad, tienes que

ko1
rk222n+2
n=1
L)
4n=1 2
i) ]
== Z ] =1
4[140 2
k+1
1
=@
== i —
4 1_j
Por tanto, se deriva que
1 1
1i =-|—-1
ke K7 4 11
2
1 1
=-2-1]=-
4[ } 4’
ya que
1 k+1
1i — =0
klff}o(2>
1
pues§<1.

En resumen,

lim s = lim ry.
k—o0 k—o0

|

. Demuestra que no es posible representar el nimero 15 como la suma de los

cuadrados de tres ndmeros racionales. Dicho de otra manera, demuestra que
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la ecuacion
15 =a? +b* + ¢ (1)

no tiene solucién en el conjunto de los ntimeros racionales; es decir, no existen g,
by ¢, nimeros racionales, tales que se verifique la igualdad (.1).

Solucién. La igualdad (.1) es equivalente a
4> + & + f* = 15K

donde d, ¢, f y h son enteros positivos que no tienen divisor comtn. Médulo 8,
los cuadrados son siempre iquales a 0, 1 0 4. Asi, en el lado izquierdo tenemos
una suma de tres ntimeros del conjunto {0, 1,4}, mientras que en el lado derecho
moédulo 8 tenemos 0, 4 (si d es par) o 7 (si d es impar). Para poder representar 0, 4
en ellado izquierdo, hay que sumar 0+ 04-0 0 0 4- 0 + 4. Pero en este caso, ambos
lados son pares lo que es imposible. Ademds, 7 es imposible de ser representado
en el lado izquierdo.

Asi vemos que no existe solucién. O

. Enla figura

se muestra un grafo; es decir, un conjunto de puntos y aristas. Cada punto repre-
senta un sitio y cada arista un camino que conecta dos sitios. Caperucita Roja y
Lobo Feroz pueden ocupar dichos sitios y recorrer tales caminos. Y, como siem-
pre, Caperucita Roja intenta que Lobo Feroz no la coma. Ambos han acordado
moverse en este “grafo” bajo la siguientes reglas.

Cada uno se mueve por turnos de acuerdo con un tiempo ¢ > 1, donde t es
un nimero entero. En cada turno pueden moverse por una arista hacia un vér-
tice adyacente o quedarse quietos y permanecer en el vértice en el que estaban.
Cuando f es impar, se mueve Caperucita Roja y cuando ¢ es par, es el turno de
Lobo Feroz.

Antes de empezar la persecucion, Lobo Feroz debe escoger un sitio (un pun-
to) desde donde tratara de alcanzar a Caperucita Roja y comérsela. Inmediata-
mente después de que Lobo Feroz haya elegido su posicién inicial, Caperucita
Roja también escogera un punto de partida.

—Independientemente de la posicién inicial que escojas y los movimientos
que hagas —dice Caperucita Roja a Lobo Feroz desde una distancia prudencial—
, yo puedo escoger mi posicién inicial y hacer mis movimientos de tal forma que
en ningl’m momento en que el turno sea tuyo, estards a una distancia de mi menor
que 3 en ese momento.

Decimos que Lobo Feroz estd a una distancia d de Caperucita Roja si el
camino mads corto entre ellos contiene d aristas.

El Lobo responde:
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—No lo creo querida nifia. Independientemente de donde tt y yo decida-
mos comenzar, me puedo asegurar de que en algiin momento en que el turno
sea mio, estaré a una distancia menor o igual a 3 de ti y, quiz4, eso baste para
comerte.

(a) Demuestra que Caperucita Roja tiene razén.

(b) Demuestra que Lobo Feroz también tiene razén.

Solucion. Caperucita tiene razén:

Llama P al octégono central, que es el circuito simple (coleccién vy, vy, ..., Uy
de vertices distintos entre si, excepto por vy = v;) mas grande del grafo.
La estrategia de la Caperucita es la siguiente:

(a) Siel Lobo decide empezar en un vértice de P, la Caperucita escoge el vér-
tice opuesto.

(b) Si el Lobo comienza fuera de P, existe un tinico vértice vy de P tal que hay
un camino entre vy y el Lobo sin usar aristas de P. La Caperucita se coloca
en el vértice opuesto a vy.

(c) Siel Lobo avanza a un vértice fuera de P en t = 2I, la Caperucita se queda
quietaen t = 2/ + 1.

(d) Si el Lobo avanza a un vértice v de P en t = 2I, la Caperucita avanza al
vértice opuestoaven Pent =2/ +1

Esta estrategia asegura que la Caperucita se mantiene siempre a una distan-
cia minima de 3 porque en cualquier momento:

o Siel Lobo esta fuera de P, la Caperucita esta obligatoriamente en el vértice
de P opuesto al uinico vértice de P por el que el Lobo puede acceder a P, y
la distancia minima es entonces 3.

e Siel Lobo entra a P, la Caperucita estard en el vértice opuesto, por el argu-
mento anterior. La estrategia entonces asegura que en cada turno (¢ = 2I)
el Lobo se mueve dentro de P, acercandose a una distancia de 3 de la Ca-
perucita, y esta puede alejarse 1 en el siguiente turno (f = 2/ + 1) al ir al
vértice en direccién opuesta a la eleccién del Lobo.

Lobo Feroz tiene razén:

La idea es simplemente que el Lobo “siga el mismo camino"que la Caperu-
cita. Supongamos que el Lobo escogi6 el vértice v1 y la Caperucita escogi6 w;
para comenzar. Sea d la distancia entre el Lobo y la Caperucita (es decir el me-
nor niimero de aristas en un camino de v; a wy). Escogemos un camino (pueden
existir varios) de longitud d entre vy y wy. Llamémoslo vy, vy, ..., v, y lo pinta-
mos de rojo. Suponiendo que la Caperucita va pintando las aristas por las que
avanza de rojo, la estrategia del Lobo es seguir el camino rojo. Para ser precisos,
supongamos que la Caperucita avanza por wy, wp, w3, .. .. La estrategia para el
Lobo es seguir el camino vy, v, ..., v, w1, W, . ...

Para ver por qué este argumento es correcto, por facilidad renombramos
W1 = Ugp1,W2 = Ugyp,.... Sea t = 2k —1 el primer momento en que el ca-
mino rojo se interseca a si mismo, es decir el menor t = 2k — 1 en que la Ca-
perucita avanzé a un vértice vy, = wy = v;, para algin i < k 4 d. Entonces
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Vi, Vit1,.-.,Vkrq = Uj s un ciclo de vértices. Por la definiciéon de ser el primer
momento en que esto ocurre, estos vértices son distintos, es decir forman un cir-
cuito simple (esto es, que no se cruza a si mismo). Sin embargo, sabemos que el
circuito simple mds grande del grafo tiene longitud 8. Por tanto (k+d) —i <8,
es decir, el Lobo y la Caperucita estdn en un mismo circuito de longitud a lo
sumo 8, por lo que es claro que la distancia entre ellos es a lo sumo 4. En el si-
guiente turno, t = 2k — 1, el Lobo puede entonces reducir esta distancia a 3 e
intentar comer a la Caperucita. O

. Para cada numero natural n, se definen f(n) y g(n) de la siguiente manera:

(@) f(n) es la longitud (numero de cifras) del menor nimero natural cuyas
cifras suman n; y

(b) g(n) esla cantidad de ntimeros de longitud f(n) cuyas cifras suman 7.

Por ejemplo, f(25) = 3 ya que 799 es el menor ntimero natural cuyas cifras
suman 25; y ¢(26) = 6 porque hay 6 nameros (799, 979, 997, 889, 898, 998) de
longitud f(26) = 3 cuya cifras suman 25.

Calcula

8(1) +8(2) +8(3) +- - +8(99).
Solucion. Vemos que f(n) = [%].

Sea h(n) el residuo de dividir n por 9 (0 < n < 8). Entonces, g(n) puede
visualizarse como el nimero de formas en que se pueden restar () unos de las
cifras de 9...9, donde hay f(n) nueves. Por ejemplo, para n = 25, g(25) = 6 es
el nimero de formas de restar #(25) = 3 unos de las cifras de 999.

Esto es equivalente a calcular de cuantas formas se pueden colocar h(n)
bolitas en f (1) cajas, para lo cual se puede aplicar la férmula de bolas en urnas.
Concluimos que g(n) = (h(n)+ (")_1).

aues Flm)-1

Escribiendo S := g(1) + - - - + g(99) tenemos entonces:

s ((5) - () )+ () e () (9)

Utilizando que (") + ("F1) -+ (") = ('Zf_ll) (lo cual se puede deducir de contar

como elegir n + 1 elementos de {1,...,m + 1}, distinguiendo por casos segtin
cuando el elemento maximoesi = n,n+1,...,m+ 1, lo que contribuye (171) a

n
la suma) concluimos:
5 9 L 10 oy 19
1 2 11

5= ()+ (D) ()

Utilizando la misma férmula nuevamente, esto es

- ()-6)- )
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