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Presentacion

Este documento contiene los ejercicios y soluciones de las pruebas de la XIV edicién
de las Olimpiadas de la Sociedad Ecuatoriana de Matematica (SEdeM). El material que
ponemos a vuestra disposicion es fruto de un enorme esfuerzo por parte de un grupo
de miembros y colaboradores de nuestra Sociedad, quienes comprometidos con los
objetivos de la misma, desarrollan problemas matematicos que despierten el interés, el
ingenio y la creatividad de los los nifios y jévenes que participan en este evento.

Por otro lado, estamos muy contentos de que en esta edicién, en particular, no solo
se haya podido abrir una sede en la ciudad de Guayaquil, sino que también algunos
nifios y jovenes de esta ciudad hayan logrado una destacada participacion.

Ademads, es pertinente agradecer a todas las instituciones auspiciantes: Escuela Po-
litécnica Nacional, Universidad San Francisco de Quito, Universidad de Cuenca, Uni-
versidad Técnica Particular de Loja, Proyecto CLAVEMAT de la Escuela Politécnica
Nacional, Olimpiadas Matemdticas Ecuatorianas, Logos Academy y a las personas que
en ellas permitieron que las pruebas se hayan desarrollado con éxito.

Finalmente, hay que felicitar a los ganadores de estas Olimpiadas. Ojald muchos de
ellos, conscientes de sus destrezas y deseo propio, opten por la Matemética como una
profesion.

Diego Recalde
Presidente de la Sociedad Ecuatoriana de Matemaética
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PRIMER NIVEL INFANTIL

Preguntas y soluciones

1. En la figura, se muestran tres castillos construidos utilizando barajas: el primero
tiene dos niveles, el segundo tres y el tercero cuatro niveles:

\

[
6L L
N2 N ”\

Siguiendo este modelo para construir castillos de barajas, imagina que vamos a
construir uno que en el primer nivel tenga 12 cartas (o lo que es lo mismo, 6 tridn-
gulos). Sobre estas 12 cartas del primer nivel, deben colocarse 5 cartas horizontales
que servirdn de base para colocar las cartas del nivel 2. ;Cudntas cartas necesitamos
para que el castillo tenga 6 niveles completos?

Solucién. El namero de cartas requeridas para construir un castillo de 7 niveles es
57.

En efecto, el castillo de dos niveles requiere de 7 cartas. Ahora bien, si observas
con atencion el castillo de tres niveles, este puede ser visto como un castillo que se
construye al colocar un castillo de nos niveles (que corresponderian a los niveles 2
y 3) sobre una base de 6 cartas verticales y 2 horizontales. Esto quiere decir que el
castillo de tres niveles tendria un total de

6+2+7=15

cartas.

De un modo similar, puedes contar las cartas utilizadas en el castillo de cuatro ni-
veles: este castillo se construye al colocar sobre una base de 8 cartas verticales y
3 horizontales un castillo de tres niveles (el mismo que requiere de 15 cartas). Por
tanto, el ntimero total de cartas requeridas para un castillo de cuatro niveles es:

8+3+415=26.

Ya puedes adivinar como se construye un castillo de cinco niveles: se coloca un
castillo de cuatro niveles (que tiene 26 cartas) sobre una base constituida de 10 cartas

7



8 Primer Nivel Infantil

verticales y 4 cartas horizontales; es decir, un castillo de cinco niveles necesita
104+4+26=40

cartas.
Finalmente, el castillo de seis niveles requerira de

12+5+40 =57

cartas.

En resumen, se necesitan 57 barajas para construir el castillo.

El procedimiento seguido te permite obtener facilmente una solucién general a este
problema. Para ello, observa en la siguiente tabla el ntiimero de cartas verticales y
horizontales que tiene la base:

Nivel | Verticales | Horizontales
2 4 0
3 6 1
4 8 3
5 10 4
6 12 5

Esto quiere decir que en un castillo de nivel 1, con n > 2, la base tendrd 2n cartas
verticales y n — 1 cartas horizontales. Luego, si nombras con C, es ntimero de cartas
del castillo de n niveles, obtendras que

Ch=2n+(n—-1)+C,_1=3n—-1+4C,_1;

es decir, el niimero de cartas del castillo de nivel n es igual a 3n — 1 mds el nimero
de cartas del castillo del nivel anterior n — 1, siempre que n > 2. O

2. En mi cumpleafios me regalaron un pastel de forma circular. Si Juan comi6 la mitad
dela octava parte del pastel y Marlene comi0 la tercera parte de un cuarto del pastel,
Jquién comié mas pastel: Juan o Marlene?

Solucién. Lo que comié Juan del pastel es la mitad de un octavo

1

s_ 1

2 16
En cambio, Marlene disfruté de la tercera parte de un cuarto de pastel; es decir,
comio

1 1 1
k- = —
3 4 12
Puesto que
12 < 16,
se tiene que
1.1
12 7 16’
por tanto, Marlene comié més pastel que Juan. |

3. Ellado del cuadrado externo mide 10 centimetros:




Los vértices del cuadrado interior (sombreado) estdn en los puntos medios de los
lados del cuadrado externo. ;Cudl es el drea de la regién no sombreada?

Solucién. El area del cuadrado sombreado es igual al area al drea del cuadrado exte-
rior, cuyo lado mide 10 centimetros, disminuido en las cuatro areas de los tridngulos
rectangulos no sombreados:

E
C

A
Ahora bien, esos cuatro tridngulos tienen la misma &rea, ya que son congruentes.
Y, puesto que los puntos B y E son puntos medios de los respectivos lados, se tiene
que cada cateto mide 5 centimetros. Por tanto, el drea de cada tridngulo es igual a

1 2
3 -5.-5= 75
Como el area del cuadrado exterior es igual a
10-10 = 100
centimetros cuadrados, tienes que el area del cuadrado sombreado es igual a

100—4~22—5 =100 — 50 =50

centimetros cuadrados. O

. A mi hermana no le gusta arreglar su cuarto. Por ello, mi papa le ofrecié un premio
cada vez que ella ponga en orden su habitacién. Como ella adora las tarjetas de
pokemon, le propuso a mi papa que el primer dia que arregle el cuarto, él le premie
con 2 tarjetas de pékemon y, a partir de ese dia, cada vez que ordene la habitacién,
él le compre el doble de tarjetas que haya recibido la dltima vez (asi, el segundo dia
que arregle el cuarto, recibird 4, el tercero, 8, etcétera). Cada tarjeta tiene un costo
de 50 centavos, asi que a mi papa le parecié razonable la propuesta de mi hermana;
con todo, mi padre le impuso un limite al valor del premio: 80 ddlares.
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Si el primer dia en que mi hermana arregla su cuarto fuese hoy dia, sébado 6 de
mayo, y lo hiciera todos los dias hasta el préximo sdbado, 13 de mayo, ;seran sufi-
cientes los 80 d6lares para premiar a mi hermana?

Solucién. Entre el 6 de mayo y el 13 de mayo han transcurrido 8 dfas. Como la nifia
empez6 su coleccion con 2 tarjetas, el segundo dia recibira

2.2=22=4,

el tercero
2.4=2.22=2%—3;

el cuarto, 2%, etcétera, hasta que el octavo dfa recibira 28, luego, la nifia deberia
recibir
2+4+8+16+32+ 64 + 128 + 256 = 510
tarjetas.
Como cada tarjeta tiene un costo de 50 centavos, el dinero necesario para cumplir

con el compromiso es
0,5 x 510 = 255

doélares, 5 més de lo presupuestado. Por tanto, el papa no tendra dinero suficiente

para comprar los premios. |

. Una linea de la Ecovia pasa por 10 estaciones, como se indica en el grafico:

o—{r—3B—{t—As—6—7—{8}—9}—1d
El bus viaja de la estacion 1 a la 10, pasando por todas y cada una de las paradas
intermedias. El tiempo de viaje entre 2 estaciones consecutivas es siempre de 4 mi-

nutos. Andrea, Lucia y Miguel son pasajeros que utilizan esta linea de la Ecovia
segtin la siguiente tabla:

Pasajero | Origen Destino

Andrea 1 8
Lucia 5 10

Miguel 3 7

Cierto dia, Andrea, Lucia y Miguel estaban en sus paradas de origen en el mismo
instante en que Andrea se embarcé en el bus. Lucia y Miguel, a su debido momento,
se embarcaron también en el bus en el que iba Andrea. ;Cuantos minutos estuvie-
ron los tres pasajeros en el bus al mismo tiempo?

Solucién. El siguiente dibujo muestra el recorrido que realizan Andrea, Lucia y Mi-
guel aquel dia en el que coincidieron en el viaje:

—2——r—4—s——6F—7—8—9——a
o --—-———-—------ prsajerol <
> -—-—-——- pasajero? __ _ ___ <
> ----—- passjered <

Como puedes apreciar facilmente, los tres jovenes comparten el bus desde la esta-
cion 5 hasta la estacion 7. O




SEGUNDO NIVEL INFANTIL

Preguntas y soluciones

1. En una escuela existen 15 paralelos de los distintos niveles y 3 salas de profesores.
En cada paralelo, se encuentran matriculados exactamente 12 nifios y, en cada sala,
siempre se retinen 5 profesores. Para fomentar la socializacién y estimular la coope-
racién entre estudiantes y maestros, la instituciéon propone la siguiente tarea a cada
uno de los estudiantes:

e Seleccionar el 40 % de los paralelos y entrevistar a % de los alumnos de cada
uno de estos cursos; y

e seleccionar los % de las salas de profesores y entrevistar al 60 % de los maestros
de cada una de dichas salas.

(A cudntas personas debe entrevistar cada estudiante de la escuela para completar
su tarea?

Solucién. El nimero de cursos que deben ser seleccionados es el 40 % de los 15 cur-
sos existentes; es decir, deben seleccionarse

04-15=6

cursos.
Por otra parte, de cada uno de estos paralelos se debe seleccionar a % de estudiantes;
luego, en cada uno hay 12 estudiantes, se deberan seleccionar

Z.12=4
3

estudiantes de cada uno de esos 6 cursos; asi, se deberdn entrevistar a
4.6 =24

estudiantes.
Por otra parte, los % de las 3 salas de profesores es igual a 2 salas de profesores, pues

2
Z.3=2
3

Y se debe entrevistar al 60 % de los maestros de cada una de esas salas; esto significa
que hay que entrevistar a
2-(06-5)=6

maestro.

11
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Por tanto, cada estudiante del colegio debe entrevistar a
24+6 =30

personas. O

. El profesor de Matematica va a organizar a los 7 estudiantes de su clase en grupos.
El ntimero de integrantes de los grupos puede variar entre uno y siete (grupos de
1 estudiante, de 2, etcétera, de 7 estudiantes). Para que el trabajo grupal sea desa-
rrollado exitosamente, el maestro considera que la distancia entre las casas de los
miembros de un grupo no debe ser mayor a 1 kilémetro. Bajo las restricciones im-
puestas por el profesor, ;c6mo deberian conformarse los grupos para que haya el
menor nimero de ellos?

Las distancias entre los hogares de los estudiantes viene dada en la siguiente tabla:

E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7
E1l - 09 24 39 05 15 07
E2({09 - 45 08 15 04 15
E3 |24 45 - 44 21 35 28
E4 (39 08 44 - 35 03 15
E5(05 15 21 35 - 08 07
E6 |15 04 35 03 08 - 15
E7 (07 15 28 15 07 15 -

Por ejemplo, la distancia entre la casa del estudiante 1 y la del estudiante 2 es 0,9
kilémetros; y la distancia entre las casas de los estudiante 3 y 4 es de 4,4 kilémetros.

Solucién. En primer lugar, vamos a identificar los pares de estudiantes cuyas vivien-
das no estan separadas por mds de un kilémetro. Para ello, dibujamos en un plano
rectdngulos que representan las casas de cada estudiante y conectamos aquellos
rectangulos mediante una linea recta siempre que la distancia entre las viviendas es
menor que un kilémetro:

Los miembros de un grupo deben estar conectados todos entre si. Luego, estd cla-
ro que pueden haber varias maneras de formar los grupos. Por ejemplo, se pueden
organizar 7 grupos de un solo estudiante. O también podrian constituirse cinco gru-
pos: el formado tnicamente por el estudiante 1, otro por el estudiante 5, otro por el
estudiante 7 y uno mas formado por los estudiantes 2, 4 y 6.

Sin embargo, del grafico podemos ver que el nimero minimo de grupos es 3: el pri-
mero formado por los estudiantes 1, 5 y 7; el segundo formado por los estudiantes
2,4y 6 forman un segundo grupo; y, finalmente, un tercer grupo constituido por el
estudiante 3 tinicamente. a
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3. En un cuadrado cuyo lado mide 10 centimetros se inscribe otro cuadrado cuyos
vértices son los puntos medios del primer cuadrado. Dibuja los dos cuadrados
y determina la diferencia (en centimetros cuadrados) entre las dreas de los dos
cuadrados.

Solucién. En primer lugar, el siguiente es un dibujo de los dos cuadrados:

5cm

B

El 4rea A; del primer cuadro (del que mide 10 centimetros) es:
A1 =10x10 =100

centimetros cuadrados.
Ahora bien, el lado del cuadro interno (el sombreado) es la hipotenusa del tridangulo
rectangulo AABC cuyos catetos miden 5 centimetros cada uno:

AC = /52 +52 = /50

centimetros.
Luego, el drea del cuadro interno (sombreado) es:

Ay, = AC? = /50 x v/50 = 50

centimetros cuadrados.
Asi, la diferencia entre ambas éreas es

A1 — A, =50
centimetros cuadrados. O

4. Por su cumpleanos, Juan Manuel recibe una bolsa con 1 000 chocolates; el color de la

envoltura de un chocolate puede ser de uno de los siguientes colores: blanco, ama-
rillo, rojo, verde o café. De los 1000 chocolates, 201 chocolates estdn envueltos en
papel de color blanco; 198 tienen envoltura de color amarillo; 204 tienen envoltura
de color rojo; 187 envoltura de color verde y 210 envoltura de color café.
Para comérselos, Juan Manuel se impone la siguiente regla: escoge al azar tres cho-
colates de la bolsa; si los tres son del mismo color, se los come; si no, los regresa a la
bolsa. Juan Manuel aplicé su regla hasta que sélo le quedé un chocolate en la bolsa.
¢De qué color era su envoltura?

Solucién. Observemos que los ndmeros 201, 198, 204 y 210, que indican las can-
tidades de chocolates de color blanco, amarillo, rojo y café, respectivamente, son
nimero multiplos de 3; en cambio el nimero de unidades envueltas en papel de
color verde es 187, que no es multiplo de 3. Esto quiere decir, siempre que salen
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tres chocolates de un mismo color, uno de esos colores siempre debe ser o blanco,
amarillo, rojo o café, pero en algunas ocasiones podria no ser de color verde.
Ahora bien, como

187 =62 x3+1,

luego de sacar 62 veces grupos de tres chocolates verdes, quedara uno. Asi, el tltimo
chocolate que Juan Manuel disfruté estaba envuelto en papel verde. O
. Observa las siguientes restas:

100 -99 =1
1000 — 99 = 901
10000 — 99 = 9901

(A qué es igual 1010 —99?

Solucién. En primer lugar, reescribe esta secuencia utilizando la notacién exponen-
cial para los multiplos de 10:

102-99 =1
10° — 99 = 901
10 —99 = 9901

Ahora, si “das un paso més en la secuencia”, la cuarta igualdad es
10° — 99 = 99901.

Luego, parece ser que el patrén que tiene la secuencia es el siguiente: el tiltimo digito
del namero es 1, el pentltimo, 0 y los demds son ntiimeros nueves. ;Cudntos? Pode-
mos ver que la relacién entre el exponente y el ntimero de nueves en el resultado de
la operacién es:

exponente | ntimero de nueves en la respuesta
2 0
3 1
4 2
5 3

Es decir, hay dos ntimeros nueves més en el exponente que en el resultado de las
operaciones. Luego, concluimos que

8 veces
10 _ 99 — $000 000 O
10 99 = 9999999 901. O
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Preguntas y soluciones

1. Elntiimero 26 es uno que puede expresarse como la suma de cuatro nimeros enteros

consecutivos:
26=5+6+7+8§;

otro nimero que tiene esta propiedad es el 406:
406 = 100 + 101 + 102 + 103.

:(Cudl es el nimero entero mas grande menor que 2017 que se puede expresar
como una suma de cuatro niimeros enteros consecutivos?

Solucién. Si n representa el nimero mds pequefio de los cuatro buscados, los otros
tres se representardn por

n+1l, n+2 y n+3.
Por tanto, tenemos que
n+m+1)+mn+2)+ (n+3)

debe ser el entero mas grande posible menor que 2017; asi deberd verificarse la
desigualdad
4n+6 <2017,

de donde

4

2017—6J
n=|———
3 2011J

4

3
= 502+ 2
_50 + 4J
= 502.
Observa que

502 + 503 + 504 +505 = 2014 y 503 + 504 4 505 + 506 = 2018.

Entonces, el nimero mds pequertio, pero menor a 2 017, que puede expresarse como
la suma de cuatro enteros consecutivos es el 2 014. O

15
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. Edgardo ley6 un libro en 21 dias. Lo ley6 de una manera inusual: el primer dia ley6
tres paginas y, cada dia siguiente, ley6 dos paginas mas que el dia anterior. ;Cuantas
paginas tiene el libro?

Solucién. Los cuatro primeros dias Edgardo ley6
3, 3+2, 34+242=3+2x2, 3+2+24+2=3+3x2
péginas, respectivamente. Por tanto, el altimo dia, el 21, Edgardo ley6
34+20x2
péginas y, en total, en ese periodo, ley6

21 veces
3+ (3+2)+(3+2x%x2) +...4+ 3+20%x2) =21 x3+(24+2x2+...4+19x2+20x2)
=63+ (1+2+3+...+19+20) x2
20 x 21

=63+ 5 X 2
=63+20x21
=483
péginas en esos 21 dias. O

. Para fabricar una pulsera de mullos, utilizamos una cuerda delgada que atraviese
los mullos y luego la cerramos atando sus extremos entre si. Si tuvieras cinco mullos
de colores diferentes y los usaras todos para elaborar una pulsera, ;cuantas pulseras
distintas podrias armar?

Solucién. Nombremos con los nameros 1 2, 3, 4 y 5 los cinco colores de mullos.
Aunque en un arreglo circular no hay (en principio) un “inicio”, asumamos por un
momento que empezamos con un mullo de color 1. Para colocar los otros cuatro mu-
llos, tenemos 4! posibles arreglos diferentes. Ahora bien, los arreglos lineales 12345
y 15432 representan el mismo arreglo circular (o, dicho en términos de pulseras,
representan la misma pulsera), como puedes ver en el siguiente dibujo:

1
1

4 3
4 3

Es decir, por cada arreglos lineales de los cuatro mullos restantes, siempre hay dos
que representan la misma pulsera; luego, el ntimero total de arreglos para armar la
pulsera es

4!

12. a
2
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4. Considera un cuadrado inscrito en un circulo que, a su vez, también esta inscrito en
otro cuadrado. ;Cual es el drea del cuadrado mas grande sabiendo que el lado del
cuadrado mas pequefio mide 2 centimetros?

Solucién. Observa el grafico de los dos cuadrados y el circulo:

F G H
B
A C
E 2 cm

Para calcular el drea del cuadrado mds grande, requerimos determinar la medida
del lado FH. Ahora bien, observemos que la medida de dicho lado es el doble de la
medida del segmento AC, cuya medida es igual a la del radio ‘AB. Esta medida es, a
su vez, la mitad de la diagonal del cuadrado méas pequefio. En resumen, el lado del
cuadrado més grande mide lo mismo que la diagonal del cuadrado maés pequefio, y
esta diagonal (por el teorema de Pitdgoras) mide

EB=+V22+4+22 =22

centimetros. Luego,
FH =22

y, por tanto, el 4rea del cuadrado mds grande es
FH*=4x2=38

centimetros cuadrados. O

5. Considera el cuadrilatero ABCD:

A D

Los segmentos de rectas BG, AG,CH y DH bisecan los angulos correspondientes a
los vértices B, A, C y D. Estas bisectrices forman el cuadrilatero GEHF. ;Cual es el
valor de la suma de las medidas de los dngulos internos ZE y ZF del cuadrilatero
GEHF?

Solucién. En el cuadrilatero ABCD, la suma de las medidas de los angulos internos
(cuyos vértices son A, B, Cy D) es igual a 360. Al bisecarlos mediante los segmentos
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BG, AG, CH y DH, tenemos que
m /BAG+m ABG+m DCH +m CDH = 180.

Por otra parte, la suma de las medidas de los dngulos internos de los triangulos
AABGy ACDH es igual a 180, respectivamente:

m /ZBAG4+mABG+m /G =180 y mZDCH+mCDH +m ZH = 180.
Por tanto,

(m ZBAG+m ABG+m ZG)+ (m ZDCH+m CDH+m ZH) =
180 + (m ZG +m ZH) = 360;
es decir,
180 + (m £G +m ZH) = 360,

de donde la suma de los otros dos dngulos internos del cuadrildtero GEHF es igual
a 180°. O
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Preguntas y soluciones

1. El matematico Augustus De Morgan vivi6 en el siglo XIX. En cierta ocasién afirmo:

Yo tenia x afios en el afio x2.

¢En qué afio nacié De Morgan?
Solucién. Sabiendo que los afios del siglo XIX estdn entre el 1801 y el 1900, tenemos
que buscar un ntimero natural x cuyo cuadrado esté en ese intervalo. El tnico nt-

mero que cumple con esa propiedad es el 43. Por tanto De Morgan tenia 43 afios en
el 1849, habiendo nacido en el 1806. |

2. Ellado de cada uno de los seis cuadrados mide 5 centimetros:

¢Cudl es el area del tridngulo sombreado?

Solucién. El tridngulo ABCE es rectangulo y la diagonal AD corta el lado vertical
del cuadrado en el medio; entonces el lado vertical BE mide 2,5 centimetros:

A

19
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Para calcular la longitud del lado horizontal EC, observemos que los triangulos
ABCE y ABDF son semejantes; por tanto,

CE _EB
DF ~ FB’
de donde
CE 25
5 75
Luego, CE = g y el drea del tridngulo es
1 5 25
3 X 2,5 % 310
centimetros cuadrados. O

. Sabiendo que X +Y =1y X? + Y2 = 2, ;cual es el valor de X° + Y3?
Solucién. En primer lugar, tenemos que

(X+Y)?=X2+2XY +Y? =12
Ya que X24+Y2=2, podemos deducir que

1 1
XY= (1-2)=—.

En segundo lugar, también sabemos que
(X+Y)(X2+Y?) = X3+ Y3+ X2y + XY?,
luego

X4y =(X+Y)(X2+Y?) - XY(X+Y)
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4. Enla figura

c

el tridngulo AABC es rectangulo isésceles, donde el dngulo recto es ZC; los dos
circulos, de radios 11 y 7 respectivamente, son tangentes entre si y tangentes al
segmento de recta AB. ;Cudl es el drea del tridngulo AABC en funcién de r1 y 1p?

Solucién. Observa el dibujo:

En el tridngulo rectangulo is6celes AABC, tenemos
AB%? = AC? 4+ BC? = 2AC?.
Asi, el 4rea del triangulo es

AC-BC _ AC*> AB?
22 4

Para calcular la longitud AB, consideramos el tridngulo de vértices A, By Cy y el
tridangulo rectdngulo AC; DC,. La longitud del lado C,D es igual a AB, la longitud
del lado C1C; es igual a la suma de los radios r; + r; y la longitud del lado C;D
es igual a 1 — rp, ya que los circulos son tangentes y, por tanto, los puntos son
colineales.

Por tanto, por eel teorema de Pitdgoras, obtenemos

AB? = G,C? — ¢, D?

=(n+r)*—(n—r)

= 47‘1 rp.

2

< .. 2
Entonces el 4rea del triangulo es % = rry. |

5. Demuestre que en cualquier conjunto de siete ntimeros naturales que son cuadrados
perfectos, hay al menos dos cuya diferencia es divisible por diez.
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Solucién. En primer lugar, observemos que al tltimo digito (el del extremo derecho)
es uno de los seis digitos 0, 1, 4, 5, 6 y 9; luego, al haber siete cuadrados perfectos,
dos de ellos tendran igual el tltimo digito. Asi, el tltimo digito de la diferencia entre
estos dos nimeros es 0y, por tanto, divisible por diez. O
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Preguntas y soluciones
1. Demuestra que para cualquier nimero positivo x, se cumple que
1
x+—->2
x

Solucién. Para todo x > 0, se verifican las siguientes equivalencias l6gicas:

2
yiiso= XS,
X X
= x2+122x
=x2-2x+1>0
= (x-1)2%>0
y la desigualdad
(x—1)2>0

es verdadera para todo x € IR, entonces también lo es la desigualdad
x+ % >2
para todo x > 0.
2. Demuestraquesia > b > c > d > 0y abcd = 1, entonces
a(b+1)+d(c+1) > ad+3.
Solucién. En primer lugar, puesto que
abcd =1,
tenemos las siguientes equivalencias l6gicas:
alb+1)+d(c+1)>ad+3 = ab+dc+a+d>ad+3
= ab+i+a+d2ad+3

ab
=2+4+a+d>ad+3

=a+d>ad+1,

23
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pues, dado que ab > 0, por el ejercicio anterior sabemos que
1
b+ = >2.
ab + ab =
Luego, para probar la desigualdad propuesta, nos faltaria mostrar la desigualdad

a+d>ad—+1.

Para esto, observemos que

a+d>ad+1 = (a—ad)+(d—-1)>0
=a(l—-d)—(1-4d)>0
=(a-1)1-d)>0
y que
a>1y d<1
porque
a>b>c>d y abcd=1.
Por tanto,
(a—1)(a—d) >0
es verdadera y, con esto, sabemos que
a+d>ad+1
también lo es. O
Siay B son dos soluciones distintas de la ecuacién
(x+10)(x+1) + (x+10)(x — 1) + (x+1)(x — 1) =0, @)
halla el valor de
1 n 1 n 1 2)
(«+2017)(B+2017)  (a+1)(B+1) (a—1)(B—1) )

Solucién. Notemos en primer lugar que tanto « como B son diferentes de 1, —1y
—10. Entonces, dividiendo (.1) por

(x+1)(x —1)(x+10),

y evaluando la expresién resultante en & y 8, obtenemos

1 1 1
a+10+a+1+a—1_0 (3)

Y 1 1 1
+ + 0 (4)

B+10 " B+1 B—1
Ademads, mediante fracciones parciales, tenemos que si

1
T = G By
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entonces
L
_ B- -B
U
Entonces (.2) es equivalente a
1 1
FO)+ 0410 = 50 (g + g +
+ ! ( L + +
a—B\p+1 p—-1 p+10

=0.

Una solucién alternativa es la siguiente: si expandemos (.1), obtenemos que

3x24+20x —1=0.

Como a y B son las raices, tenemos que

g(x) =3(x —a)(x — B) = 3x> +20x — 1.

Por tanto, (.2) es igual a

3 3 3 3

= -t

g 31 Ty-0) 2

27-33
~ 2(%9)

3

. Si

donde

demuestra que, si se fija 1, la sucesiéon

An,nr An,n+lr An,n+2/

tiene un Ginico maximo en m = 212 — 1.

3

99
3

99

Solucién. En realidad, es posible demostrar algo mas que lo pedido; a saber, que las

siguientes cadenas de desigualdades se verifican:

An,n < An,n+l < An,n+2 << An,2n2—1 > An,an > An,2n2+1 >

En efecto, consideremos el cociente

An,m+1 o

2m+1)(m+1)

1
Apm 2 (m+n+1)(m—n+1)
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No es dificil cerciorarse de que

A
n,m+1 -1
An,m
siempre que
m<2n®—1
y que
A
n,m+1 <1
An,m
si
2
m>2n° —1.

Luego, las cadenas de desigualdades son validas.
Finalmente, en particular, el méximo se obtiene, justamente en m = 2n? —1. |

. Gonzalo tiene un cuadrado mégico cuyos nodos (puntos) estdin numerados del 1 al
36:

12 18 24 30 36

6

17
5 11

16
1L 10
3 91/ 15

81/ 14

2
1 7 13 19/ 251/ 31

Si cada dia el namero de nodos del cuadrado crece dividiendo cada uno de sus
tridangulos en 4 nuevos tridngulos, como se muestra en el gréfico:

11 22 33

10 32

D~

=N w

12 23
¢Qué nimero tendria el nodo 15 del cuadrado del primer dia al cabo de tres dias?

Solucién. El siguiente dibujo muestra el incremento de nodos al cabo de los tres dias
en el cuadrado de vértices 1, 3, 15 y 13:
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Los nodos de color azul son los que habian el primer dia; los de color rojo, el segun-
do dia; y los de color verde, los del tercer dfa.

Como puedes observar, el nodo 15 del primer dia, estd en la columna nueve al cabo
del tercer dia y, su posicién en esta columna (desde abajo) es la novena. Asi que para
averiguar qué nimero de nodo es, solo vamos a contar el total de todos que hay en
las primeras ocho columnas.

Para ello, observa que hay siempre 3 nodos entre cada uno de los nodos originales:
hay tres entre el 1 y el 2; entre el 2 y el 2, etcétera, y hay cinco pares de niimeros
consecutivos. Esto significa que, cada columna deben haber

5x3+6=21

nodos (el término 6 se debe a los seis nodos originales). Luego, en las primeras ocho
columnas hay
8 x 21 =168

nodos. Finalmente, como el nodo 15 ocupa la novena posicién en la novena colum-
na, el total de nodos hasta el original 15 es

168 +9 = 177. a
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